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3.3.3.3. SUCCESSIONISUCCESSIONISUCCESSIONISUCCESSIONI

3.1 LE SUCCESSIONI
Successione { xn } = { x1, x2, x3 … xn, … } : ad ogni n∈ℤ+ è messo in corrispondenza xn

Elemento della successione xi

Successione costante { xn } con xn = c, ∀n
Successione monotona { xn } non decrescente ⇔ xk ≤ xk+1   (k=0,1,2,…)

{ xn } non crescente ⇔ xk ≥ xk+1   (k=0,1,2,…)

Successione sup. limitata ∃M∈ℕ : xk ≤ M  (k=0,1,2,…)
Successione limitata | xn | ≤ M

LIMITE DI UNA SUCCESSIONE

Limite lim xn = a ; xn → a ⇔ ∀ε>0, ∃N : ∀n>N vale | xn – a | < ε
Definizioni equivalenti: 1) ∀U(a), ∃N : ∀n>N vale xn ∈U(a)
2) ogni intorno di a ha all’esterno un insieme finito o vuoto di xn

Il limite se esiste è unico

Teoremi 1) xn → a ⇒ | xn | < M
2) xn → a≠0 ⇒ ∃N : | xn | > |a|/2 ( a>0 ⇒ xn > a/2 ;  a<0 ⇒ xn < a/2 )
3) xn → a , yn → b , xn ≤ yn ⇒ a ≤ b
4) xn → a , yn → a , xn ≤ zn ≤ yn  ⇒ zn → a
5) xn → a ⇒ | xn | → |a|

Limite di success. monotone xk ≤ xk+1 xn maggiorata da M ⇒ lim xn = L ≤ M
xn  non maggiorata ⇒ lim xn = +∞

xk ≥ xk+1 xn minorata da m ⇒ lim xn = L ≥ m
xn  non minorata ⇒ lim xn = -∞

Criterio di Cauchy di esistenza lim xn = a ⇔ ∀ε>0, ∃N : ∀n,m >N vale | xn – xm | < ε ⇔
 ∀ε>0, ∃N>0 : ∀n>N, p∈ℕ, vale | xn+p – xn | < ε

Operazioni sui limiti lim (xn ±yn) = lim xn ± lim yn

lim (xn yn) = lim xn lim yn

lim (xn /yn) = lim xn / lim yn  (lim xn ≠0)

INFINITESIMI E INFINITI

Grandezza infinitesima lim αn = 0 ⇔ ∀ε>0, ∃N : ∀n>N vale | αn | < ε  ;  xn → a ⇔ xn = a + αn

Grandezza infinita lim βn = ∞ ⇔ ∀M>0, ∃N : ∀n>N vale | βn | > M
βn >0 ⇒ lim βn = +∞ ; βn <0 ⇒ lim βn = -∞

Proprieta' 1) | xn |<M , yn → ∞ ⇒ xn/yn → 0 C≠0, yn → ∞ ⇒ c/yn → 0
2) | xn| >m, m>0 ; yn → 0 , yn ≠0 ⇒ xn/yn → ∞ C≠0 ; yn → 0 ⇒ c/yn → ∞

LIMITI NOTEVOLI { 1/n } → 0 { k√n } → ∞ { nk/an } → 0  (a>1,k∈ℕ)
{ (n-1)/n } → 1 { n√n } → 1 { an } → ∞  (a>1)
{ (1+1/n)n } → e { an/n! } → 0



Nikolskij: ANALISI MATEMATICA I

Pagina 3.2

3.2 LE SOTTOSUCCESSIONI
Sottosuccessione { xnk } = { xn1, xn2, xn3 …} con n1 < n2 < n3 …

{ xn } → L  ⇒ { xnk } → L  ;  { xn } → ±∞  ⇒ { xnk } → ±∞

Teorema ∀{ xn } ⇒ ∃ { xnk } convergente ad un numero finito o infinito

Teorema di Weierstrass { xn } limitata ⇒ ∃ { xnk } convergente ad un numero finito

Limite superiore e inferiore a = lim sup xn ⇔ ∃ { xnh } → a , ∀∃ { xnk } vale { xnk } → a’ ≤ a
a = lim inf xn ⇔ ∃ { xnh } → a , ∀∃ { xnk } vale { xnk } → a’ ≥ a
∀ε>0, (a-ε,a+ε) contiene infiniti xn , ci sono finiti xn a destra di lim sup xn e a
sinistra di lim inf xn

Teoremi 1) ogni { xn } tende ad un lim sup xn o lim inf xn finito o infinito
{ xn } limitata ⇒ limiti sup xn e lim inf xn finiti

2) lim inf xn ≤ lim sup xn  ;  ∃ lim xn finito ⇒ lim inf xn = lim sup xn = lim xn

3) ogni { xnk } contiene una sottosuccessione convergente ad a ⇒ lim xn = a
lim inf xn = - lim sup (-xn)
{xn} {yn} limitate: lim sup (xn+yn) ≤ lim sup xn + lim sup yn

lim inf (xn+yn) ≥ lim inf xn + lim inf yn

4) lim xn = a>0 ⇒ lim sup (xn yn) = a lim sup (yn)

3.3 IL QUINTO ASSIOMA DEI REALI
ASSIOMA V ED EQUIVALENTI

Intervalli chiusi inclusi σn = [an,bn] , σn ⊂ σn+1 , an-bn → 0 ⇒ ∃c ∈ tutti gli intevalli

Insiemi limitati A ⊂ℝ, A maggiorato da M ⇒ ∃ sup A ≤ M
A ⊂ℝ, A minorato da m ⇒ ∃ inf A ≥ m

Sezioni di ℝ ℝ=A∪B (A,B,A∩B≠∅), a∈A, b∈B, a<b ∃ max A ⇒ ∄ min B
∃ min A ⇒ ∄ max A

Assioma V ∃ limite per ogni successione limitata monotona

3.4 LE SERIE
Serie Sn = ∑∑∑∑ sk = u0 + u1 + u2 + ...

{ sn } = { s1, s2, s3, ... }

Convergenza lim sn = S ⇒ la serie converge ⇒ S = u0 + u1 + u2 + ...

Serie di Taylor ƒ(x) = ƒ(a) + ƒ'(a) (x-a) + ƒ"(a) (x-a)² + ... + ƒ(n)(a) (x-a)ⁿ + ...
2!    n!

SVILUPPI IN SERIE DI TAYLOR ex = 1 + x + x²/2! + x³/3! + ... (-∞<x<∞)

sin x = x - x³/3! + x⁵/5! + ... (-∞<x<∞)

cos x = 1 - x²/2! + x⁴/4! + ... (-∞<x<∞)

(1+x)m = 1 + mx + m(m-1)x²/2! + m(m-1)(m-2)x³/3! + ... (-1<x<1)

log (1+x) = x - x²/2 + x³/3 - x⁴/4 + ... (-1<x≤1)


